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Aufgabe 1)

Betrachten Sie einen Lichtstrahl der von der Erde zur Venus gesendet und zuriickre-
flektiert wird. Bei einer nicht-relativistischen Betrachtung kann die Zeit die zwischen
Aussendung und Riickkehr des Lichtstrahls durch
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ausgedriickt werden. Hier ist rg der Abstand zwischen Sonne und Erde, ry der Abstand
zwischen Sonne und Venus, und rq ist der Abstand des Lichtstrahls von der Sonne (stets
bezogen auf die Schwerpunkte).
In dieser Aufgabe wird der relativistische Fall betrachtet, wobei das Gravitationsfeld der
Sonne durch die Schwarzschildmetrik

ds® = <1 - %) Adt? — <1 - %) 1 dr?® — r* (d6* + sin® 6d¢?) (2)

modelliert wird (t € R, r > 0, § € (0,7), ¢ € (0,27)). Es soll gezeigt werden, dass sich
fiir kleine Schwarzschildradien rg in erster Ordnung die Riickkehrzeit
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ergibt (Stichwort: “Shapiro-Verzogerung”). Hier sind die Grofen rg, rv und 7o als Radien

r im Sinne der Schwarzschildkoordinaten (¢, 7, 6, ¢) zu interpretieren. Die Gravitation von
Erde und Venus und deren Bewegung werden vernachléssigt.

1. Zeigen Sie Gleichung (1).

2. Folgern Sie aus (2), dass die Trajektorie eines Lichtstrahls der in der Ebene 6 = 7/2

verlauft die Differentialgleichung
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erfiillt, wobei der Punkt die Ableitung nach dem Parameter der Trajektorie notiert.
(In dieser Gleichung und im Folgenden sind ¢, 7, ¢ Funktionen dieses Parameters.)




Nehmen Sie an, dass die Parametrisierung so gewahlt ist, dass

A:zi(l—%), B =12 (5)

Erhaltungsgrofen sind, also Konstanten. (Dass dies moglich ist, folgt aus einer Variante
des Noetherschen Theorems.)

3. Zeigen Sie, dass man aus (4), (5) und der Definition von ry folgendes erhilt:
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4. Leiten Sie aus (4), (5) und (6) die folgende Formel her
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5. Erkldren Sie, warum aus (7) folgt, dass die Zeit bis zur Riickkehr des Lichtstrahls
durch den Ausdruck
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gegeben ist, wobei F'(ry) fiir 1 > 7o durch den folgenden Integralausdruck definiert
ist
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6. Berechnen Sie, dass
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7. Zeigen Sie, dass man die Formel (3) aus (8) erhélt, wenn man den Integranden in
(8b) bis zur ersten Ordnung in ry < 1 entwickelt. Sie diirfen die Gleichungen (9)
verwenden.

8. Diskutieren Sie, inwiefern die Grofen die in den Formeln (1) und (3) auftauchen
experimentell zugénglich sind.



